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Functional Prediction Model for Mortality
Wang Jiedan Zhu Jianping Fu Rong
Abstract: Population mortality，reflecting the death level of the population，is an important factor of the scale of the
population． At the same time，it is the significant data basis for life insurance actuarial science． On the characteristic of the
data，as a function of age，Mortality is a typical functional data． This paper build a functional prediction model for mortality，
based on Chinese age-specific mortality data from 1994 ～ 2010，forest the future aged-specific mortality and calculate the
average life expectancy by the method of life table． In addition to this，prediction results by historical data shows that the
prediction results is credible．
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在近 20 年成为国内外研究热点，尤其体现在对 Lee-
Carter 及其扩展模型的研究上。连续时间模型虽然
比较符 合 实 际，但 由 于 发 展 较 晚 尚 不 成 熟。Lee-
Carter 模型属于离散时间模型，最早由 Lee-Carter 在
1992 年提出，该模型不仅参数意义明确，实际应用
中也具有极强的适用性。不少学者对 Lee-Carter 模
型提出了改进，如 Lee 和 Miller ( 2001 ) 改善了模型
偏差，Li 等( 2004 ) 提出了有限数据下的模型改进
等。在 Lee-Carter 模 型 的 基 础 上，Renshaw 等




( 2005) 采用 Lee-Carter 模型对中国人口死亡率进行
了预测。其后王晓军等( 2008 ) 在系统总结了各类
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死亡率预测模型的基础上，建议对中国死亡率预测
采用 Lee-Carter 模型并使用 ARIMA 模型来拟合随
机时期效应。李志生等( 2010 ) 使用中国人口数据
比较了四种 Lee-Carter 模型求解方法的优劣。黄顺
林等( 2010) 运用加入出生年效用的 Lee-Carter 模型
对中国男性人口死亡率数据进行拟合，结果显示比
Lee-Carter 模型效果更优。王晓军等( 2012 ) 针对中
国死亡率数据量少且存在缺失的情况采用“双随机
过程”进行建模。除此之外，还有刘涛( 2004 ) 利用









遗漏分年龄死亡率的信息。Czado 等 ( 2005 ) 使用
Poisson log-bilinear 模型和 Bayesian 估计来增加稳定
性。Hyndman 和 Ullah( 2007) 则运用函数型数据分
析( Functional Data Analysis，FDA) 和稳健估计的思
想，在建模之前先利用非参数平滑方法估计死亡率
函数，该方法不仅比 Lee-Carter 模型有更多的效应
且允许有异常数据存在。Booth 等( 2006 ) 利用 10
个发达国家的死亡数据研究表明: Hyndman-Ullah、
Lee-Miller、Booth 对死亡率自然对数的预测精度比











死亡率表示在年龄区间( x，x + 1］上死亡率的
条件度量，记为 mx，定义为在此区间上危险率函数
λ( x) 的加权平均值( 用生存概率进行加权) 。因此，










合函数的基础上进行分析。用 y*t ( xi ) 表示观测的
分年龄死亡率数据，其中 t 表示年份，xi 表示观测年
龄，则观测样本可表示为{ xi，y
*
t ( xi ) } ，t = 1，…，n，
i = 1，…，p。本研究中的观测年龄为単岁年龄，如
x1 = 0，x2 = 1，…。如果只是对年龄段死亡率感兴
趣，观测年龄也可以代表年龄组。首先，对 y*t ( xi )
做 Box-Cox 变换:
yt ( xi ) =
1
λ
( ［y*t ( xi) ］λ － 1) if 0 ＜ λ ＜ 1




( xi ) 建模:
模型一: yt ( xi ) = ft ( xi ) + σt ( xi ) εi，t
模型二: ft ( x) = μ( x) + Σ
K
k = 1
βt，kk ( x) + et ( x)
模型一是对死亡率函数进行拟合。其中 ft ( x)
即待拟合的光滑函数，表示每一年死亡率随年龄变
化的曲线，且 εi，t ～ IID ( 0，1 ) ，σt ( x) 表示随机误差
的方差随着年龄和时间在改变。模型二是对死亡率
函数进行函数型主成分分解( FPCA) ，描绘了死亡
率函数随时间的动态变化。其中，μ ( x) 是 ft ( x) 在
时间上的均值函数，{ k ( x) } 是通过函数型主成分
方法得到的一组经验标准正交基函数，误差 et ( x)
不存在序列相关。模型的动态变化由系数{ βt，k } 构
成的时间序列来控制。
实际上，当 λ = 0、σt ( x) = 0 且 K = 1，该模型就
是 Lee-Carter 模型。所以，Lee-Carter 模型是该模型
的一种极简形式。
预测过程可以分为以下几个步骤:
( 1) 利用非参数方法在每个时间点 t 上估计光
滑函数 ft ( x) ，得到 f̂ t ( x) ( 本文采用的是带惩罚的加
约束的样条加权回归方法) ;
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( 2) 对 f̂ t ( x) 在时间 t 上取均值得到 μ̂( x) ，估计
死亡率在时间上的均值函数;
( 3) 通过对( f̂ t ( x) － μ̂( x) ) 进行函数型主成分
分解得到基函数{ k ( x) } 及{ β̂t，k} ，其中 k = 1，2，…，
K;
( 4) 针对每一个 k，运用一元时间序列模型拟合
{ β̂t，k} ( 本文采用的是 ARIMA 模型) ;
( 5) 针对每一个 k，预测未来系数{ β̂t，k } ，t = n
+ 1，…，n + h;
( 6) 由( 2 ) 、( 5 ) 结合模型二得到 ft ( x) 的预测
值，也就是 yt ( x) 的预测值，其中 t = n + 1，…，n + h;
( 7) 由( 1) 、( 2) 的误差求预测区间。
本研究所有步骤及图形都通过 R 软件实现。
( 二) 带惩罚的加约束的样条加权回归
用 mt ( x) 表示第 t 年内 x 岁人的死亡率，其观测
值即 y*t ( x) 。假设第 t 年内 x 岁人群的死亡人数
Dt ( x) 服 从 Poisson 分 布。由 y
*
t ( x ) = Dt ( x ) /Nt
( x) ，其中 Nt ( x) 表示第 t 年内 x 岁人群的平均人
数，得到 Var( y*t ( x) ) = N
－ 1
t ( x) mt ( x) 。于是，通过
Taylor 近似有
σ̂t ( x) ≈［mt ( x) ］
2λ － 1N － 1t ( x)
取权重 wt ( x) = ( σ̂t ( x) )
－ 1，其中 t = 1，2，…，n。
为了增加死亡率曲线的光滑性，对曲线粗糙程度
( 曲率) 进行惩罚，使用带惩罚的样条加权回归方
法［3］来估计曲线 ft ( x) 。
同时，当达到一定年龄之后，死亡率会随着年龄
的增加呈现单调递增的趋势。因此，为了更好地估
计死 亡 率 曲 线，减 少 曲 线 在 高 龄 阶 段 的 波 动，对
65 岁以上所估计的曲线增加单调性约束［3］。
( 三) 函数型主成分分解
对于模型二，当 ft ( x) 确定以后有很多种基函数
{ k ( x) } 可供选择，然而由主成分方法可以得到的
一组 最 优 的 经 验 标 准 正 交 基 ( optima empirical
orthonormal basis) 使得
MISE = n － 1Σ
n
t = 1
∫ ( ft ( x) － f̂ t ( x) )
2dx
达到最小，因而得到 ft ( x) 的最优拟合曲线
［3］，并且
基函数的系数{ βt，k} 不相关，可以简化预测过程。
首先对 ft ( x) 在时间上取均值，得到均值曲线
μ̂( x) = n － 1Σ t f̂ t ( x) ，令 f
*
t ( x) = f̂ t ( x) － μ̂( x) 。函数
型主成分分析就是要找到一组标准正交权重函数
{ k ( x) } ，使得
n － 1Σ t ( ∫ k ( x) f
*
t ( x) dx)
2 ( 1)
达到最大，同时满足
∫ 2k ( x) dx = 1，k = 1，2，…，K
∫ k ( x) m ( x) dx = 0，k≠{ m
( 2)
( 3)
称如此选择的权重函数 k ( x) 为最优的经验标
准正交基，它正好使得以其自身为基的系数等于主
成分得分，即 β̂t，k = ∫ k ( x) f
*
t ( x) dx。定义协方差函
数 v( s，t) = n － 1 Σ ni = 1 f
*
i ( t ) ，问题转化为找到 { k
( x) } ，使得
∫ v( s，t) k ( t) dt = ρk ( s) ，k = 1，2，…，K ( 4)
若用 Φ ( t) 表示 1 ( t) ，…，k ( t) 构成的列向
量，则上式可写为





f̂ t ( x) = Σ Jj = 1ci jζ j ( x) ，t = 1，2，…，n
若用 C 表 示 系 数 矩 阵 ( ci j ) n×J，E( x) 表 示 基
函数 ζ1 ( x) ，…，ζJ ( x) 构成的列向量，则上式共 n 条
曲线可表示为F̂ = CE。于是协方差函数为 v( s，t)
= n－1E'( s) C'CE( t) 。令 W = ∫E( x) E'( x) dx，则 W
是一 个 对 称 的 函 数 矩 阵，且 存 在 Choloski 分 解
W = ( W1 /2 ) '( W1 /2 ) 。假设权重函数 k ( x ) 可以表
示为
k ( x) = Σ Jj = 1bjkξ j ( x) ( 6)
则 k ( x) = E'( x) k，其中 k表示 bjk 构成的列
向量。于是
∫v( s，t) k ( t) dt = ∫n－1E'( s) C'CE( t) E'( t)
kdt = n
－1E'( s) C'CW k
式( 5) 即
E( s) n－1C'CW k = ρE'( s) k
由于该式对所有 s 均成立，所以
n－1C'CW k = ρ k ( 7)
要求权重函数 k ( x) 也就是求 k。由式( 2) 知




n－1W1 /2C'CW1 /2uk = ρuk ( 8)
求出特征向量 uk，就可以得到 k = W
－1 /2uk。由
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假设 式 ( 6) 可 以 确 定 一 组 标 准 正 交 权 重 函 数
{ k ( x) } ，且 β̂t，k = ∫k ( x) f*t ( x) dx。
( 四) 模型预测
如上述选择的经验标准正交基函数{ k ( x) } 的
系数 β̂t，k与 β̂t，l不相关，其中 k≠l。因而可以用一元
方法来预测系数时间序列 { β̂t，k } ，k = 1，…，K。与
Lee-Carter 模型类似，本研究采用 ARIMA 模型实现
β̂t，k的预测。
由模型一、模型二可得到总模型:
yt ( x) = μ( x) +Σ
k
k =1
βt，kk( x) + et ( x) + σt ( x) εi，t ( 9)
观测数据为{ yt ( xi ) ; t = 1，…，n，i = 1，…，p}。
因而 h 年的预测 yn + h ( x) 为
ŷn+h ( x) = μ̂( x) + Σ
k
k = 1
β̂n+h，kk ( x) ( 10)
其中 β̂n + h，k表示由时间序列{ β̂t，k } t = 1，…，n 得到的
h 年的预测值。由式( 9) 还可以得到预测方差。由
模型的构建过程，可知各成分之间近似正交，因而预
测方差是各成分方差之和:
Δn+h ( x) ≈ σ̂
2





k ( x) + r( x)
+ σ2n+h ( x) ( 11)
其中 σ̂2μ ( x) 由平滑过程得到，mn+h，k 通过时间
序列分析得到，r( x) 用 ê2t ( x) 在时间上的平均值来
近似。σ2n+h ( x) 用 σ̂t ( x) 来近似。假设误差来源于正
态分布，于是100( 1 － α) % 的预测区间即 ŷn+h( x) ± zα





始数据 来 源 于 1993 － 2006 年《中 国 人 口 统 计 年
鉴》、2007 － 2010 年《中国人口与就业统计年鉴》、
《第五次人口普查数据》及《中国 2010 年人口普查
资料》中全国分性别年龄死亡率( 单岁组) 以及平均
人口数据，即 1994 － 2010 年共 17 年死亡资料，每年
包括 0 至 90 岁及以上共 91 个组的数据。对于原始
数据存在的问题进行以下处理: ①1995、2000、2005
年及 2010 年原始表中死亡率及平均人口数据的末
组年龄超过 90 岁，需要将 90 岁及以上人口合并为
一组重新计算死亡率及平均人口; ②1996 年末组年
龄只到 85 岁，采用相邻年数据插值的方法对平均人
口和 死 亡 人 口 数 量 进 行 拆 分，重 新 计 算 85 岁 至
90 岁及以上的死亡率;③人口抽样调查可能导致某
些年龄没有死亡人口，由此造成男性死亡率数据缺
失 3 个，女性缺失 14 个，采用相邻年份死亡率的均
值补齐。
( 二) 模型的建立与预测
在建立 模 型 之 前 要 对 观 测 的 死 亡 率 数 据 做
Box-Cox 变换，变换的目的是使数据在整个年龄区
间上的波动比较平稳，以改善预测效果。以此为
原则，本研究选取变换强度 λ = 0. 2。图 1 是男、女
每年死亡率变换之后 yt ( xt ) 随年龄变化的散点连
线图，一共 34 条。虽然相比其他发达国家的研究

















的样条加权回归方法得到估计曲线，图 2 和图 3 是







上升，在 10 岁左右达到最小，然后缓慢上升，在 40
岁之后上升越来越快。值得注意的是，在 10 岁至
40 岁缓慢上升的过程中，还存在一个由相对快转向






图 2 使用非参数方法得到的光滑曲线( 男性)
图 3 使用非参数方法得到的光滑曲线( 女性)
然后，对( f̂ t ( x) － μ̂ ( x) ) 进行函数型主成分分
解。本研究选择 6 个经验标准正交基函数建立模型
二，即 K = 6。对于男性，主成分所解释的方差比例
分别为 52. 8%、8. 4%、5. 5%、5. 1%、4. 7%、4. 1%，
共解释的方差比例达到 80. 6%。基于 ARIMA 模型
拟合残差的 Q 统计量检验和序列相关的 LM 检验结
果得 出，第 一 个 主 成 分 系 数 的 最 优 模 型 选 择 为
ARIMA( 1，1，0 ) ，即 βt，1 = 0. 4419βt －1. 1 + 0. 5581βt －2. 1
－ 0. 1141 + t，其他系数的模型均为 ARIMA ( 0，0，
0，) 。对于女性，主成分所解释的方差比例分别为
51. 1%、8. 5%、6. 4%、4. 8%、4. 5%、4. 1%，共解释
的方差比例达到 79. 4%。基于 ARIMA 模型拟合残
差的 Q 统计量检验和序列相关的 LM 检验结果得
出，第一个主成分系数的最优模型选择为 ARIMA
( 0，1，0) ，即 βt，1 = βt － 1，1 － 0. 1338 + t，第二个系数
的最 优 模 型 选 择 为 ARIMA ( 0，0，1 ) ，即 βt，2 = t
－ 0. 7240t － 1，第 五 个 系 数 的 最 优 模 型 选 择 为
ARIMA( 1，0，0 ) ，即 βt，5 = － 0. 5128βt － 1. 5 + t，其他
系数的模型均为 ARIMA( 0，0，0，) 。
由分解过程得到的 μ̂( x) 和{ k ( x) } k = 1，…，5结合
式( 10) 可以预测未来 10 年的曲线 ŷn + h ( x) ，男性、

















图 4 未来十年的预测曲线 yn + h ( x)













图 6 模型拟合残差( 男性)
图 7 模型拟合残差( 女性)
( 四) 模型预测效果的分析




间( α = 0. 5 ) 之中的数量所占的比例，相对误差指
标为:
Σ 91i = 1 yt ( xi ) － ŷt ( xi ) /91




表 1 预测结果与实际数据对比( 男性)
年份 2007 2008 2009 2010
预测区间准确度( % ) 30. 8 28. 6 16. 5 30. 8
平均绝对误差 0. 092 0. 091 0. 094 0. 101
相对误差( % ) 2. 89 2. 89 2. 94 3. 20
预期寿命实际值 75. 71 74. 92 76. 86 75. 65










表 2 预测结果与实际数据对比( 女性)
年份 2007 2008 2009 2010
预测区间准确度( % ) 21. 9 21. 9 23. 1 19. 8
平均绝对误差 0. 091 0. 090 0. 094 0. 096
相对误差( % ) 2. 73 2. 69 2. 86 2. 69
预期寿命实际值 79. 77 79. 57 81. 30 80. 49
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